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ijber die Existenz von Hall-Komplementen 
in endlichen Gruppen 
ES sci b? eine cndliche Gruppe. Eine I ntergriippe Sj C 6 \vird Hnll,a~uppe 
in 6 genannt, wenn Index (6 : .$) und Ordnung ($ : 1) zueinander teiler- 
fremd sind. Redeutet P die Alengc dcr in (5 : 1) aufgehenden Primzahlen, so 
nennt man 9 eine I-‘-Hallgruppe in (G. Zum rjcispiel ist jede p-SyIowgrappe 
(p Primzahl) eine p-Hallgruppe. Ph. FInl! hat gezeigt, dnss es in einer aufliis- 
baren Cruppe 6 zu jedcr AIenge I’ wn Primteilern dcr Gruppenordnung 
((fi : I) einc P-Hallgruppe $ C (5 giht; 5 ist his auf Koiljugierte in (5 durch 
1’eindeutig bestimmt.’ 
In dcr (Luppentheoric intereassicrt man sich fiir Kriterien dafur, d:w 
eine I’-IIallgruppe 5 C B homomorphes Rild \-on (5 ist. 1st das der Fall, und 
lxxleutet S‘\ den Kern des Epimorphismus (I5 + 5, so gilt 
.?ir\R = 1, 5j.n .= (5. CA, 
R ist eine normale FIallgruppe in 67. und die YLIenge [I der Primteiler van 
(R : I) ist komplemcntar ZLI P in dem Sinnc, dass Z-’ n 0 leer und P u ,Q die 
Mcngc aller Primteilcr ~011 (6 : 1) ist. Hierdurch ist !A cindeutig hestimmt. 
hIan nennt B ein norm&s /~ul/-~om~i~/e),i~~lf \-on !$ in (5, \venn umgekehrt $j 
ein normales Hall-Komplemcnt 4 in (6 hesitzt, so folgt aus (*), dass 6/R S=Z ,j, 
und dahcr induziert die Kcstklasscnabt~ildull~ 6 --f (li:‘S einen Epimor- 
phismus (5 - + $. Also ist dann ,j homomorphcs Ilild van (5. 
1Vir Ixtrachtcn nun die folgende Situation: 
6 eiue endliche Gruppe; 
3i tin Normalteiler in 6; 
5 eine Hnllgruppe in (li; 
5 n St die durch 9~ detinierte Hallgruppe in ‘9i. 
Der van ~1x3 zu Ixzweisende Satz laut&: 
SAT?? 1. Il’ewz sj n % in der Frattirzi’ruppe $(sj) e:otl 5 enthalten ist, so 
hrsit2t 9 n 91 in 91 eilz tzormales I(aIl-Konzplemelzt. 
Hicrbei ist die Frattinigruppe (i,(G) definiert als der Durchschnirt allcr 
maximalcn Untergruppcn van 5. 13ekanntlich besteht C(G) aus denjenigen 
Elementen van 5, die aus jedem Erzeugendensystem x-on 5 weggelassen 
werden kiinnen.:’ \Venn .$ eine p-Crruppc (p Primzahl) ist, so kann cl($) 
beschricbcn werden als dcr kleinste Xormalteiler in 5,. fiir den die F‘aktor- 
gruppe $,‘$(a) eleInentar-al-~~lsch ist. 
Ji ist tin Normaltciler in $).:U und 9 eine Hallgruppe in 5.S. Da die 
Cruppe 6 in dcr Behauptung dcs Satzes nicht mehr vorkommt, so kijnnen wir 
den Belveis ftir .5.% an Stellc van (5 fiihren. XIit anderen Worten: 
Im .fo[yetzdetz diirferr wir ohtze Beschrcirzkwy der A411,aemeitzheit annehmen, dass 
Zur Abkiirzung setzen wir 
‘i\ = sy, n 9t. 
‘ir ist Sormalteilcr in 5, und daher ist such die Rommutatorgruppe ?’ van T, 
ein Kormalteiler in 9. 
L-riser Beweis van Satz 1 beruht auf dcm folgenden 
I,EI\IVA 1 111 der atzgegebenen Lyitizcztio?z gibt es einejz FloRzornorpltislnus 
,f : CC, --r h/D tleravl, dczss ./ 
G .-I f(G) mod 9i (fiir G E 6). (1) 
(Bcachte, dass ‘c’ C ‘JL, and dass daher die Restklasse f(G) module 2 
eindeutig eine Restklasse mod& 91 bestimmt; daher ist die Bedingung (1) 
sinnvoll.) 
1lezcei.c. Die Restklassenabbildung 5 - p .(,/Z’ werde mit einem Querstrich 
bezcichnet; insbesondere schreiben wir 
j+j :Lz $py, F z p:p 
Jcdcr Homomorphismus f  : 5 - 5 ist eindeutig bcstimmt durch seinen 
C,raphen ;T- C ~5 >< -5. Dieser (Graph 5 ist eine Untergruppc in 6 w 5, und er 
besitzt die Eigcnsch.tft, dass die Projektion auf den erstcn Faktor 
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einen Isomor~h~smz~s 7~~ : ;Y + (5 induzicrt. Umgekehrt ist jcde I‘ntergruppe 
;5- c (6 1~: 5 mit der letztgenannten Isomorphieeigenschaft der Graph eincs 
Homomorphismus ,f : 6 --F $. LTnd xwar ist f(G) dadurch bestimmt. dass 
(G,f(G)) 6: i‘ (fur G E 6). 
Es bedeutc nun %I3 die Untergruppe derjcnigcn Elemente (G, F’) F Q r -5, 
die die Kongruenzbedingung 
G =- A mod 3: (3 
erfiillen. Die Bedingung (1) besagt, dass der Graph 3 \-oli f in W cnthaltcr! ist. 
Demnach Ibst sich die Bchauptung i’on Lemma 1 such folgendermassen 
aussprechen: 
Zunachst bemerken wir, dass 7~ J : ‘IU 4 (5 epiuror-ph ist. Lknn wegen 
6 .-=.ij+t gibt es zu jedem G E C,i ein EI E $5 mit G= FZ mod !)I; es ist dann 
G :.~- I? mod 91 und daher (G, A) E 9s. 
Der Kern van or : ‘1~ --, (6 besteht aus denjenigen Elemcntcn (1. R). die 
in *!t\ liegen, ftir die also 1 ~: g mod !)I, d. h. 
die Injektion auf den zweiten Faktor, so ist h,(B) der Kern van TT~ : 4i: - p CC,. 
Es gilt daher die exakte Sequenz: 
\-ermoge dieser Sequenz kiinnen v, ir ‘!!I als Grnppenerv;~iterulig van 3 mit 
6 auffassen. Die Esistenz cincr Untcrgruppe z C 2U, fur die T, : ;T- + 6 CiJl 
Isomorphismus ist, ist daher gleichbedeutend mit dcm Zer/uIl van ‘1u iiber ?. 
Daher kiinnen wir die Behauptung von Lemma 1 nunmehr such folgender- 
massen aussprechen: 
YB zevfdlt als Gruppenerweiterung eon 3 rnit (5. 
Zum r\;achweis dieses Zerfalls betrachten wir die Hallgruppe $ C (6 und 
das \olle Urbild 11 von 5 beziiglich der Abbildung TT~ : 9\; - + 6. \I’ir kiinnen 
!l als Erweiterung von 3 mit $ auffassen. ITnd zwar zer/dZt diese Erweitcrung: 
denn die “Diagonalabbildung” 
8 : 11 - (13, z?) (fur Ii E ,j) 
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ist eine Injektion 6 : $ - II und es gilt 
?Q(H) = H (fiir HE $I), 
also ist 6(s) eine Vertretergruppe von 5 in U. 
21 ist Hallgruppe in $93: Denn erstens ist (‘23 : U) = ((I, : 5) teilerfremd 
zur Ordnung von 5, und zweitens ist 
(U : 1) = ($ : l)@ : 1) = (3 : l)(x) : 33’) 1 ()3 : 1)2, 
also gchen in (U : 1) nur solche Primzahlen auf, die such in (5$ : 1) aufgehen. 
Daher ergibt sich der Zerfall x-on 2~ iiber 33 aus dem folgenden 
SATZ VON GASCH~~TZ.~ Es sei ?li eine endliche Gruppe, ‘u ein abelscher 
Xormalteiler in ‘II; und II eine ?I enthaitende Hallgruppe itr ‘211. U’enn dann I1 
iiber YI zerfillt, so zerftillt such YU iiber ‘II. 
Bci der Anwendung des Satzes von Gaschiitz auf die hier vorliegcnde 
Situation ist \X = ,,(a) zu setzen. Die Ann-endbarkeit des Satzes von 
Gaschiitz ist dadurch geIrHhrleistet, dass 3 := B/D’ als Faktorkommuta- 
torgruppe von B abelsch ist. (Dies ist dcr Grund, ;veshalb wir in Lemma 1 die 
Gruppe 3 herausdividiert haben; fiir nichtabelsche Normalteiler ist der Satz 
van Gaschiitz nicht mehr richtig.) 
LEKVIA 2. In der ,Situation van Lemma 1 werde xusiitxlich vorausgesetzt, 
class 2 C +($). Dann ist f  : 6 - -$~I!I’ epimoyph, und 91 ist das voile C’rbild van 
P; F’ beaiiglich f. 
kwis. Aus (I) folgt 
und da beide Seiten dieser Kongruenz in >j enthalten sind, so gilt sie such 
modulo $ n 91 = B,. Also erzeugtf($) zusammen mit 3 die volle Gruppe 5. 
Da nun 3 C (5(.%), so kann 2 aus jedem Erzeugendensystem vom 5 weggelas- 
sen wcrden: also crzeugtf($) die Gruppe 9. Nun bestehtf($) aus Restklassen 
module W, und diese Restklassen bilden eine Gruppe; es folgt somit 
f(3) = .$,!n’ und daher erst rechtf(6) = $7/%‘. 
&‘egen a z $ IT 91 &J(G) E 2~13’ wenn und nur wennf(G) = 1 mod 91. 
Nach (1) ist dies dann und nur dann der Fall, wenn G = 1 mod *J1. Also ist ‘Jl 
das volle Urbild von n/9’. 
’ Siehc [2], Appendix I;, Ex. 4e, p. 243. 
REIIERKI:N(;. Lemma 2 ist vom ‘i‘ypus cincs \~erlagerunjissatzes, woiwi 
jedoch die Hildgruppc ,j;P’ im Unterschied zu den herkiimmlichen l'cr-- 
lagerungss%tnen nicht notwendig kommt!tatir ist. 
b3~~EI.~ vos SAX. 1. \Vir \-cm-enden lnduktion nach der Ordnung van 
91. (Fiir 111 I ist dcr Satz I trivial). 
\2Yr diirfen annehmen, dass T mm .FJ (7 91 ;/ 1, denn sonst ist ‘Ji selbst tin 
Hall-Komplemcnt ~011 2 in Iii. 
Die Gruppc D ist nilpotent: dcnn sie ist in $(sj) enthalten, und die 
Frattinigruppe eincr endlichen Gruppe ist stets nilpotent.” Aus I, # I folgt 
daher T’ :# 3. 
Es bedeutc %, den Kern des in Lemma I beschriebenen Homomorphismus 
f  : Q - .ij/?‘. Nach I,emma 2 ist 91, C 31, und 9)/W, wird verm6gefisomorph 
auf r\,i~’ abgebildet. Insbesondere ist 
(lx : !I?,) : (ID : xl’). 
Wegen B’ # 3 besitzt X, echt kleinere Ordnung als 91. Es ist 
sj n w, C jj n 9i C +(.f7). 
,41so kann verm6ge der Induktionsvoraussetzung angenommen werden, dass 
6 n %, in ‘3+ ein normales Hall-Komplement R besitzt. 53 ist charakteristisch 
in 9& und daher Normalteiler in ‘31. Es gilt: 
(91 : 53) = (9i : ‘li,)(‘Ji, : 53) = (I, : %‘)($.?I n 111, : I), 
und daher ist (91 : R) nur durch Primzahlen teilbar, die such in (,j : I) 
aufgehen. Andererseits ist 
und daher ist (51 : 1) zu (9 : 1) teilerfremd. 
Also ist si ein normales Hall-Komplement von $5 n 91 in 91. 
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